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14. Tas : push & pop
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ECE; Qu’est-ce qu’un tas ?

Un arbre binaire complet...

T

Seul le dernier niveau peut étre
Incomplet, et ses noeuds doivent
étre le plus a gauche possible.

Chague noeud a o @ @ °
maximum 2 enfants

10 14
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ECE; Qu’est-ce qu’un tas ?

Un arbre binaire complet...

T

Seul le dernier niveau peut étre
Incomplet, et ses noeuds doivent
étre le plus a gauche possible.

Chaqgque noeud a
maximum 2 enfants

...tel que tout noeud contient une valeur
plus grande que celle de ses enfants.
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Dans un tableau

“
“

niv. 0 niv. 1 niv. 2 niv. 3
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Dans un tableau

16 10 14 8 2 12 6 4

0 1 2 3 4 5 6 7

e— e—————— e———————————————————————— | —
niv. O niv. 1 niv. 2 niv. 3
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En géneéral :

Un arbre binaire avec k feuilles
a k — 1 noeuds intermédiaires.
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Remarque

En général :

Un arbre binaire avec k feuilles
a k — 1 noeuds intermédiaires.
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Remarque

En général :

Un arbre binaire avec k feuilles
a k — 1 noeuds intermédiaires.
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Remarque

En général :

Un arbre binaire avec k feuilles
a k — 1 noeuds intermédiaires.
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Remarque

En général :

Un arbre binaire avec k feuilles
a k — 1 noeuds intermédiaires.
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Remarque

0 En géneéral :
Un arbre binaire avec k feuilles
a k — 1 noeuds intermédiaires.
Donc :
. Q G ) 2i + 1 = enfant;(i)
21 + 2 = enfant,(i)
O0000O0GOLOLOLGE
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ECEE Indices et parenteé

16 10 14 8 2 12 6 4

0 1 2 3 4 5 6 7
e————————— |——————————————————————————————————————————— | —
niv. O niv. 1 niv. 2 niv. 3

fonction el (1)
retourner 2 * 1 + 1
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ECEE Indices et parenteé

16 10 14 8 2 12 6 4

0 1 2 3 4 5 6 7
e————————— |——————————————————————————————————————————— | —
niv. O niv. 1 niv. 2 niv. 3

fonction el (1)
retourner 2 * 1 + 1

fonction e2(1)
retourner 2 * 1 + 2
2 )
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16 10 14 8 2 12 6 4

0 1 2 3 4 5 6 7
— —————] L————
niv. O niv. 1 niv. 2 niv. 3

fonction el (1)
retourner 2 * 1 + 1

fonction e2(1)
retourner 2 * 1 + 2

fonction parent(1i)
retourner (i - 1) / 2
(division entiéere)
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16

10

14

la valeur du parent de 1 est plus grande ou égale a celle de 1”)

(“Pour tout index 1 strictement positif,

vV
T[parent(i)] > T[i]

1 > 0,
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Insertion

10 14
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Insertion

Etape 1 : Insertion en fin de tableau : O(1)
10) (14

(@)
1N
=
Lad
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E (Ea Insertion

Etape 1 : Insertion en fin de tableau : O(1)

10 14
Probleme : condition de tas perdue
() () (2) (&
1(8=13)
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E (E; Insertion

Etape 1 : Insertion en fin de tableau : O(1)

10 14

Probleme : condition de tas perdue
1(10=13)

Etape 2 : Retablissement de la condition e @ @ °

en remontant I’éléement insereé :
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E (E; Insertion

Etape 1 : Insertion en fin de tableau : O(1) 16213

13 14
Probleme : condition de tas perdue

Etape 2 : Retablissement de la condition e @ @ °

en remontant I’éléement insereé :
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E (E; Insertion

Etape 1 : Insertion en fin de tableau : O(1) 16213

13 14
Probleme : condition de tas perdue

Etape 2 : Retablissement de la condition e @ @ °

en remontant I’éléement insereé :

O(log(n)) Py
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fonction remonter (T, 1)

10 14
tant que 1 > 0 et T[parent(1i)] < T[1]

échanger T[1], T[parent(1i)]

1 « parent(1) 2 @ °
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E (Ea Suppression du sommet

Suppression compliquee en sommet...
...plus simple en fin :

13 14
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Suppression compliquee en sommet... °
...plus simple en fin :

Etape 1 : Permutation premier/dernier 13) (14

(o) () (@) (&
00
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Suppression compliquee en sommet... °
...plus simple en fin :

Etape 1 : Permutation premier/dernier 13) (14

() () @) (&
()
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Etape 2 : Suppression du dernier




E (EB Suppression du sommet -

Suppression compliquee en sommet...

..plus simple en fin :
1(8213) ! (8214)

Etape 1 : Permutation premier/dernier 13) (14

Etape 2 : Suppression du dernier

Probleme : Condition de tas perdue e @ @
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TG Suppression du sommet -

Suppression compliquee en sommet...
..plus simple en fin :

Etape 1 : Permutation premier/dernier

Etape 2 : Suppression du dernier
Probleme : Condition de tas perdue

Etape 3 : Rétablissement de la condition
en descendant la racine
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Suppression compliquee en sommet... °
13 14

...plus simple en fin :

Etape 1 : Permutation premier/dernier

Etape 2 : Suppression du dernier

Probleme : Condition de tas perdue e @ @ o

Etape 3 : Rétablissement de la condition

en descendant la racine
du coté de plus grand enfant.
Pourquoi ? Parce que si c’est le plus petit qui devient parent,

le second enfant sera plus grand que son parent.
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E (Ea Suppression du sommet -

Suppression compliquee en sommet... e
..plus simple en fin :

Etape 1 : Permutation premier/dernier 13 o

Etape 2 : Suppression du dernier (8212)
Probleme : Condition de tas perdue e Q @ @
Etape 3 : Rétablissement de la condition

en descendant la racine
du coté de plus grand enfant.

Pourquoi ? Parce que si c’est le plus petit qui devient parent,
le second enfant sera plus grand que son parent.
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Suppression compliquee en sommet... e
...plus simple en fin :

Etape 1 : Permutation premier/dernier 13) (12

Etape 2 : Suppression du dernier

Probleme : Condition de tas perdue e @ G)b

Etape 3 : Rétablissement de la condition

en descendant la racine
du coté de plus grand enfant.
Pourquoi ? Parce que si c’est le plus petit qui devient parent,

le second enfant sera plus grand que son parent.
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G Descendre (sink)

fonction pge(T,1) (plus grand enfant)

si e2(1) < taille(T) et T[e2(i)] > T[el(1)]

retourner e2(1)

sinon, retourner el(i) 13 14

fonction descendre(T,1)
2 12
tant que el(1) < taille(T) et T[pge(T,1)] > T[1]

échanger T[pge(T,1)], T[1]

1 « pge(T,1)
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15. Tas : make & sort
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TG Créer un tas

e Comment ré-organiser en tas les éléments d’un tableau ?

* Approche naive : insérer les éléments un a un

fonction créer tas(T)

pour 1 de 1 a taille(T)-1

remonter (T, 1)

» Complexité : O(nlog(n))
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: forme un tas
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Parcourir tous les noeuds ayant un enfant, 2
du dernier au premier. ! g

3 759
BoA
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Parcourir tous les noeuds ayant un enfant,
du dernier au premier. e

Pour chaque élement, 5 5

le descendre si nécessaire.
“doit descendre ?” Q
oololo

1(7=8)
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Parcourir tous les noeuds ayant un enfant,
du dernier au premier. c

Pour chaque élément, 5 5
le descendre si nécessaire.
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Parcourir tous les noeuds ayant un enfant,

du dernier au premier. “doit

descendre ?”

Pour chaque élement,
le descendre si nécessaire.
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Parcourir tous les noeuds ayant un enfant,
du dernier au premier.

Pour chaque élement,
le descendre si nécessaire.
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Parcourir tous les noeuds ayant un enfant,
du dernier au premier. Q

Pour chaque élément, 9 5
le descendre si nécessaire.

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021 176



VD s
£, o
s AR
o 2308
O A e Lo e
' - a b o .'( '): >
A R o 3 - 'J‘ "11.‘;)’1‘“"‘\ i
o 55 R SN Ar —a P
- ) ;’,,.' 1 Y A ‘h‘v.": o :':"",?.QJ.."(* b f

o .‘"J ( »t 4 d R ¥ -.y‘ v__-.’.*_‘_‘*:‘: G

s PR PRI 50 (AR AN Y SV SR
— T R R e S N B

T O R PEAIR ¥ MR O S
IR NS T kTSR AN
' ,-5 AN 37 ARy SRR AT et i GRR T
RPN SIN (e R | S WO s NG
; AT 1 om0 BT S )<
A » -y ’ A e ) . Py ’&' ’ (- {' .,
a - 3 » (g 5 &
v . R
x

Parcourir tous les noeuds ayant un enfant,
du dernier au premier. °

Pour chaque élément, q 5
le descendre si nécessaire.

Premier noeud
ayant un enfant. e @ @ °

fonction créer tas(T)

p « parent(taille(T)-1) ° Q
pour 1 décroissant de p a 0

descendre (T, 1)
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G Creer un tas - Complexite 4

S Descente Noeuds — __
onction créer tas(T) : )
p <« parent(taille(T)-1) 0 <10g2(n/2) . 1) ‘ 1
pour 1 décroissant de p a 0 JUUY S W .
descendre(T, 1) O (lng(n/4) y 2)

-----------------------
~

0(10g2(n/2) 1+ logy(n/d) - 2 + - O (loga(n/8) - 4) -

--------------------------

n n n : .
+3-—+2-—+1-—) ,,
16 3 4 O (1 - nf4y i
log,(n/2)
ol 2k T ) =00 0@

Car Z§=2
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E(Ea Tri par tas

Peut-on trier un tableau a I’'aide des tas ?

Un tas un est tableau partiellement trié...
...mais que tres partiellement.

Par contre, un tas stocke le max en racine !
Peut donc étre utilisé pour un genre de tri par sélection.
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HE - Tri par tas

4 14 | 10 | 12 | 16 | © 8 2

|créer_tas

16 | 10 | 14 8 2 12 6 4

Z 10 | 14 8 2 12 6 16

| , | descendre 6
ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021

14 | 10 | 12 8 2 4 6 16
. e 4
e swap Tttt s =

6 10 | 12 8 2 4 14 | 16
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EE Tri par tas

» Tri par selection du maximum 4 14 10 12 16 6 8 | 2

en maintenant la partie gauche en tas %‘
creer tas

e |nitlalement avec créer tas
aleme — 16 10 14 | 8 2 |12 | 6 4

e puis en faisant descendre laracine s

Z 10 | 14 8 2 12 6 16

Complexité .ﬁ.
escenare
* créer_tas en O(n)

14 | 10 | 12 8 2 Z 6 16
» descendre en O(log,(n)) - -

» effectué O(n) fois - .

. Donc O(nlc)g(n)) 6 10 | 12 8 2 4 14 | 16

. , . descendre 6
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E(Ea Tri par tas

e Tri par sélection du maximum
en maintenant la partie gauche en tas

e |nitialement avec créer tas

e puis en faisant descendre la racine

Complexite

* créer_tas en O(n)
» descendre en O(log,(n))
» effectué O(n) fois

e Donc O(nlog(n))

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021

fonction tri_par_tas(T):-afﬁL$ %&;9.'
N « taille(T)
créer tas(T)
pour k décroissant de N-1 a 1
échanger T[k],T[0]

descendre(T,0,Kk)

descendre (T, 1,k)
el(1) < k
T[pge(T,1,k)] > T[1]
T(pge(T,i,k)], T[i]

1 <« pge(T,1,k)

pge(T,1,k)
e2(1i) < k T[e2(1i)] > T[el(i)]
e2(1)
el(1)
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Créer le tas
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Exemple

Créer le tas Echanges
[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7] 37

(1, 2, 7, 4, 5, 6, 3] 255
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Tas
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Créer le tas

Exemple

Echanges
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Tas

Créer le tas

Exemple

Echanges
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Tas

Créer le tas

Exemple

Echanges
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T Exemple

Créer le tas Echanges

Tas
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T Exemple

Créer le tas Echanges

Tas
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TG Exemple

Créer le tas Echanges

[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7] 37

(1, 2, 7, 4, 5, 6, 3] 255

[1, 5, 7, 4, 2, 6, 3] 17, 1e6

tlas { [7, 5, 6, 4, 2, 1, 3]

Boucle sur k 73, 3<6
[6, 5, 3, 4, 2, 1, 7] 61, 15, 14
[5, 4, 3, 1, 2, 6, 7] 52, 24
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TG Exemple

Créer le tas Echanges

[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7] 37

(1, 2, 7, 4, 5, 6, 3] 255

[1, 5, 7, 4, 2, 6, 3] 17, 1e6

tlas { [7, 5, 6, 4, 2, 1, 3]

Boucle sur k 73, 3<6
[6, 5, 3, 4, 2, 1, 7] 61, 15, 14
[5, 4, 3, 1, 2, 6, 7] 52, 24
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E (EB En résume

e Pour créer un tas depuis un tableau non trié

e En montant les éléments, de 1 an-1 en O(nlog(n)), ou

» En descendant les éléments, de parent(n-1) a 0 en O(n)

* Pour trier par tas un tableau

* Creer un tas, puis trier, par sélection du maximum, en maintenant
la condition de tas pour le début du tableau

» Complexité en O(nlog(n))
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HE "
1G

A Pour chaque tableau ci-dessous, est-ce un tas ?

Si oui, le représenter sous forme d’arbre.

2 34 5 1 5 2 | 5|1

2

B Insérer 6 dans le tas suivant.

54 |5 3|1 4

D Complétez ces phrases de téte :

Pour créer un tas en O(n),

n-1a0
d ) .
on escend les noeuds de (n‘1)/2 a0
remonte 0 a n-1
0 a(n-1)/2

ASD - Algorithmes et Structures de Données - Printemps 2021

C Supprimer le premier 5 du tas suivant.

5

3

4

4

2

1

2

Pour trier un tas en O(n log(n)),

on

descend
remonte

les noeuds de

n-1a0
(n-1)/2 a0
0 an-1
0 a(n-1)/2
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(Temps estime : 5 min)
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